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УДК 519.6 Д. П. Голоскоков

МОДЕЛИРОВАНИЕ КОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ ВАРИАЦИОННЫМ 
МЕТОДОМ В СИСТЕМЕ СИМВОЛЬНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ MAPLE 

Конформные отображения применяются при решении многочисленных технических задач, возника-
ющих на водном транспорте. Это, прежде всего, задачи расчета плоских гармонических векторных полей 
в гидромеханике (русловые процессы, поля скоростей в водопроводных галереях судоходных шлюзов) и те-
ории фильтрации (при проектировании плотин, камер судоходных шлюзов). В статье рассмотрен прибли-
женный метод построения конформных отображений в системе символьных вычислений Maple, основан-
ный на использовании свойств минимума площади и минимума длины контура при преобразовании области 
на круг и применении метода Ритца. В связи с существующими проблемами реализации аналитических 
методов на ЭВМ, связанными с вычислительной неустойчивостью большинства из них, излагается новый 
подход к решению указанных задач на основе использования возможностей символьных вычислений. Раз-
работан алгоритм решения задачи о построении конформного отображения заданной области на круг. 
Методика использования системы Maple продемонстрирована на двух примерах построения конформных 
отображений эллипса и пятиугольника на круг единичного радиуса. Показана эффективность применения 
вариационного метода в совокупности с системой аналитических вычислений Maple к решению указанных 
задач.

Ключевые слова: конформное отображение, область, круг, метод Ритца, минимум функционала, 
уравнение Лапласа, комплексная переменная.

Введение
Идея применения вариационного метода к построению функций, осуществляющих прибли-

женное конформное отображение области на круг не нова, ей посвящен, в частности, один из раз-
делов монографии Л. В. Канторовича и В. И. Крылова [1]. Однако, из-за трудностей, возникающих 
при реализации данного метода, полноценно использовать его стало возможным лишь с появле-
нием систем компьютерной математики.

Конформное преобразование и уравнение Лапласа
Конформные отображения имеют многочисленные приложения в механике, физике и тех-

нике, прежде всего для расчетов плоских гармонических векторных полей в гидро- и аэродинами-
ке, теории фильтрации, теории электрических и магнитных полей, теории теплопередачи, теории 
упругости. Вопросы применения теории конформных отображений к решению задач из различ-
ных областей науки рассмотрены в работах Г. Карслоу, Н. Е. Кочина, М. А. Лаврентьева, Л. И. Се-
дова, А. Н. Тихонова, а также других отечественных и зарубежных ученых.

Многие стационарные задачи математической физики сводятся к решению простейшего из 
уравнений эллиптического типа — уравнения Лапласа:
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При этом искомая функция u (x, y), решающая поставленную проблему, определяется, во-
первых, областью, в которой она ищется, и, во-вторых, граничными условиями, которые должны 
быть выполнены на контуре этой области.

Часто для простейших областей: круга, квадрата, кругового кольца, плоскости с разрезами 
и т. п., задача может быть просто решена даже для достаточно сложных краевых условий. Если 
же область имеет сложное строение, то решение задачи непосредственно для этой области пред-
ставляет подчас весьма большие затруднения даже для такой простой задачи, какой является, на-
пример, проблема Дирихле. Поэтому пытаются предварительно преобразовать данную область 
к простейшему виду. При таких преобразованиях будет меняться, вообще говоря, не только об-
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ласть, для которой ищется решение, и граничные условия, но и дифференциальное уравнение, 
которому должна удовлетворять искомая функция. Наибольшее значение будет, очевидно, иметь 
такое преобразование, относительно которого само дифференциальное уравнение остается инва-
риантным. Как известно, уравнение Лапласа остается инвариантным относительно конформных 
преобразований, доставляемых дифференцируемыми функциями комплексной переменной. От-
вет на вопрос о существовании дифференцируемой функции, совершающей взаимно однозначное 
преобразование односвязных областей друг на друга, дается известной теоремой Римана.

Задача об эффективном построении функции, совершающей преобразование одной области 
на другую, даже в простом случае преобразования области на круг или круга на область, пред-
ставляет часто весьма большие или даже непреодолимые затруднения. Поэтому большое значение 
имеют методы приближенного представления преобразующей функции. Обычно пытаются при-
близиться к искомой функции, составляя известные комбинации из хорошо изученных функций. 
Наиболее простыми и чаще всего употребляемыми функциями являются полиномы. Относитель-
но их применения К. Рунге было установлено, что в данной области всегда можно построить по-
лином, который отличается от функции, преобразующей область на круг, как угодно мало в любой 
внутренней части области. Кроме того, Дж. Уолш установил, что если граница области есть про-
стая кривая, то можно подобрать полином так, чтобы он отличался от преобразующей функции 
как угодно мало всюду в области, включая и её границу.

Среди функций, дающих конформное преобразование заданной односвязной однолистной 
области D на некоторую другую область, функция, отображающая на круг, обладает следующими 
экстремальными свойствами:

– свойством минимума площади при преобразовании области на круг;
– свойством минимума длины контура при преобразовании области на круг.
Указанные свойства позволяют дать сравнительно простой по идее и в некоторых случаях 

по вычислениям метод приближенного конформного преобразования области на круг.

Свойство минимума площади при преобразовании области на круг
Рассмотрим функцию

ζ = ( ) = + + +f z a a z a z0 1 2
2 ... .                                                      (1)

Допустим, нужно найти конформное преобразование однолистной области D на круг так, 
чтобы заданная внутренняя ее точка, которую всегда можно принять за начало координат, пере-
ходила в центр круга и определенное направление в этой точке, принимаемое за положительное 
направление вещественной оси, совпадало бы с положительным направлением вещественной оси 
преобразованной области. Эти условия равносильны требованиям: 

f f a0 0 0 01( ) = ′( ) = >;   .

Всегда можно добиться того, что a1 = 1, для этого достаточно рассмотреть функцию 
f z
a
( )
1

, 
которая будет так же давать отображение D на круг, как и f (z), но только может быть другого ра-
диуса, что не существенно. Поэтому всегда можно предположить:

f f0 0 0 1( ) = ′( ) =;  .                                                              (2)

Как показано в [1], функцию, дающую требуемое конформное преобразование, можно искать 
как решение следующей вариационной задачи: среди функций, регулярных в области D и удов-
летворяющих условиям (2), найти ту, которая дает минимум интегралу

I f z f z dxdy
D

= ′( ) ′( )∫∫ ,                                                             (3)

выражающему площадь преобразованной области по сравнению со всеми другими функциями, 
которые удовлетворяют требованиям условий (2).
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Свойство минимума длины контура при преобразовании области на круг
Рассмотрим всевозможные конформные преобразования области D, совершаемые при по-

мощи регулярных в области D функций ζ = ( )f z , удовлетворяющих условиям (2). Как показано в 
[1], среди таких функций функция, выполняющая конформное преобразование области D на круг, 
обладает тем свойством, что она дает наименьшее значение интеграла:

I f z ds
L

= ′( )∫ ,                                                                (4)

равного длине изображения контура L.

Применение метода Ритца
Для решения задачи минимизации функционалов (3) и (4) будем использовать метод Ритца. 

При вычислениях по методу Ритца зачастую получаются плохо обусловленные системы уравне-
ний. Приближенное решение таких систем известными методами приводит к большим погрешно-
стям, что делает результат вычислений бесполезным. Однако применение систем компьютерной 
математики позволяет более эффективно использовать данный метод, устранить проблемы, свя-
занные с плохой обусловленностью систем, а также получить достаточно точное решение задачи. 
Среди таких систем компьютерной математики следует отметить две наиболее мощные системы, 
такие как Maple и Mathematica.

Отметим, что используя свойство минимума площади при преобразовании области на круг, 
можно искать не непосредственно функцию f z( ), а ′( )f z , так как под знак интеграла (3) f z( )  не 
входит, и по найденной производной ′( )f z  восстановить функцию f z( ),

f z f z dz
z

( ) = ′( )∫
0

.

Используя свойство минимума длины контура при преобразовании области на круг при вы-
числениях удобнее искать приближения не непосредственно к производной ′( )f z , ввиду линей-
ности подынтегрального выражения относительно ′( )f z , а к ′( )f z . Допустимыми будут все 
функции ϕ z( ) , обращающиеся в единицу в начале координат. Среди них будем искать ту, которая 
дает наименьшее значение интеграла:

I z ds z z ds
L L

= ( ) = ( ) ( )∫ ∫ϕ ϕ ϕ
2

.                                                 (5)

Если удастся разыскать решение вариационной задачи для функционала (5), то функция со-
вершающая искомое преобразование, определится по формуле

f z z dz
z

( ) = ( )∫ϕ2

0

.

Примеры построения конформных отображений 
Рассмотрим методику применения метода Ритца в системе Maple на конкретных примерах.
Пример 1.  Приближенно построить конформное отображение эллипса с полуосями a = 3, 

b = 2, если начало координат в точке пересечения осей эллипса (рис. 1).

Рис. 1. Отображаемая область — эллипс
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Все вычисления выполняем в системе Maple. Сначала подключаем необходимые пакеты:
> with VectorCalculus with Optimization( ) : ( ) :

Для наглядности можно изобразить отображаемую область (рис. 1); в данном случае это 
эллипс. Набираем команду:

> ⋅ ( ) ⋅ ( ) = ⋅  = =plot t t t color blue scaling con3 2 0 2cos , sin , .. , ,π sstrained gridlines true, =( ) .

После нажатия клавиши «Enter» на экране монитора появится изображение эллипса 
(см. рис. 1).

Задаем степень полинома n и вычисляем выражения для функций ′( )f z  и ′( )f z , которые 
обозначим как P и P1 соответственно; вычисляем подынтегральную функцию в функционале (3), 
которую обозначим как Q:

> = = + + ⋅( ) ⋅ + ⋅( ) = + − ⋅( ) ⋅ − ⋅
=
∑n P a I b x I y P a I b x Ii i i i

i

i

n

i i i: : : : :4 1 1 1
1

yy Q and P Pi
i

i

n

( ) = ⋅( )
=
∑

1
1: : exp :

Вычисляем функционал (3):

> = [ ] = + −


















J Q x y Ellipse x y: int , , :

2 2

9 4
1

Минимизируем функционал:
> = ( )res Minimize J: .

Результат выполнения последней команды появляется на экране монитора:

res a a a a: . , ., . , .,= = = − =16 7866843612400 0 0 0984942061510830 01 2 3 44

1 2 3 4

0 00437728717667569

0 0 0 0

=[
= = = = ]

. ,

., ., ., . .b b b b
Далее нужно присвоить вычисленные значения коэффициентам ai и bi. Это осуществляется 

командами
> ( ) ( )op res assign2, : % :

Таким образом, найдена производная отображающей функции ′( )f z  — обозначим ее p1:

> = + + ⋅( ) ⋅
=
∑p a I b zi i

i

i

n

1 1
1

: ;

p I z1 1 0 0984942061510830 0 0 00437728717667569 02: . . . .= + − +( ) + +  II z( ) 4 .

Восстанавливаем отображающую функцию > = ∫p p dz
z

: 1
0

p z z z: . .= − +0 03283140205 0 00087545743533 5.

Для последующего использования удобно преобразовать полученное выражение в функцию

> = ( )p unapply p z: ,

p z z z z: . .= → − +0 03283140205 0 00087545743533 5

и функцию-отображение на единичный круг

> =
( )
( )( )









w unapply

p z
p

z:
abs

,
3

w z z z z: . . .= → − +0 4298693327 0 01411321289 0 00037633230353 5 .
Для проверки качества полученного решения параметризуем границу области D и построим 

график ее образа при отображении функцией w(z) — рис. 2: 
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> = ⋅ ( ) + ⋅ ( )
= ( )( )( )

z t t

pic plot evalc w evalc

1 3 2

1 1

: cos sin :

: Re , I   mm , .. :

: cos ,sin , ..

w t

pic plot t t t

1 0 2

1 0

( )( )( ) = ⋅



( )

= ( ) ( ) =

π

   22 2⋅  = = =( )π , , , :color blue linestyle dash thickness

plots d   iisplay pic pic tickmarks[ ] { } = [ ]( )1 2 10 10, , , .

Рис. 2. Круг и его аппроксимация при отображении эллипса

На рис. 2 пунктиром показан точный единичный круг, сплошной линией — приближение 
к нему. Как видим, уже многочлен пятой степени дает достаточно точное приближение к кругу.

Можно оценить и погрешность вычислений:

> ( ) = ( )( )( )assume t real absw and w z Maximize abs absw, : : abs exp :1 1 1−−( ) ≤ ⋅ ≤{ }( )1 2 0, , ;t tπ

0 00181516596201847236 1 02918393864730. , .t =[ ]  .

Погрешность в данном случае составляет не более чем ε = 0 002. .
Следует отметить, что точность и трудоемкость решения задачи зависит от характера ото-

бражаемой области. Так, для отображения на единичный круг эллипса с большим эксцентриси-

тетом (например, с полуосями a = 4, b = 1 и эксцентриситетом η = −
= ≈

a b
a

2 2 15
4

0 96825. ) при-

ходится использовать комплексный многочлен более высокой степени. На рис. 3 показан результат 
решения задачи при степени многочлена n = 15. Погрешность при этом составляет не более чем 
ε = 0 02. , т.е. на порядок хуже, чем в предыдущем случае.

Рис. 3. Круг и его аппроксимация при отображении эллипса с эксцентриситетом 0,97.

Пример 2 . Приближенно построить конформное отображение пятиугольника с вершинами 
в точках − −( ) ( ) ( ) −( ) −( )3 1 1 3 4 0 4 2 0 3, , , , , , , , ,  
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Изобразим отображаемую область. Строим пятиугольник по его вершинам (рис. 4): 

> − −[ ] [ ] [ ] −[ ] −[ ] ( )display poligon col3 1 1 3 4 0 4 2 0 3, , , , , , , , , , oor gray thickness= =( ), 2 .

Рис. 4. Отображаемая область-пятиугольник

Задаем степень полинома n и выражения для ′( )f z  и ′( )f z  — переменные P и P1, вычисля-
ем подынтегральную функцию в функционале (3) — переменная Q.

Учитывая замечание о точности и трудоемкости решения задачи в конце примера 1, зада-
димся степенью полинома << n = 40 >> и увеличим число значащих цифр при выполнении расче-
тов Digits =( )70 :
> = =

= + + ⋅( ) ⋅ + ⋅( )

=
∑

n Digits

P and a I b x I yi i i i
i

i

n

: : : :

: exp

40 70

1
1

   








= + − ⋅( ) ⋅ − ⋅( )









=
∑

:

: exp :   

   

P and a I b x I y

Q

i i i i
i

i

n

1 1
1

:: exp := ⋅( )and P P1
Будем вычислять функционал как сумму трех интегралов по трем треугольным областям 

(рис. 5):
> = − −[ ] [ ] −[ ]  =( )

=

T poligon color gray

T p

1 3 1 1 3 0 3

2

: , , , , , , :

:   ooligon color green

T poligo

1 3 4 2 0 3

3

, , , , , , :

:

[ ] −[ ] −[ ]  =( )
=   nn color red

display T T T

1 3 4 0 4 2

1 2 3

, , , , , , :

, ,

[ ] [ ] −[ ]  =( )
{ }(   ))

Рис. 5. Разбиение области на треугольники
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Вычисляем функционал (3):

> = [ ] = − − −( )( )
=

J Q x y Triangle

J Q x y

1 3 1 0 3 1 3

2

: int , , , , , , , :

: int , ,   [[ ] = − −( )( )
= [ ] =

Triangle

J Q x y Triangle

0 3 4 2 1 3

3 1

, , , , , :

: int , , ,   33 4 2 4 0

1 2 3

, , , , :

: :

−( )( )
= + +   J J J J

Минимизируем функционал и восстанавливаем отображающую функцию

> = ( ) ( ) ( )

= + + ⋅( ) ⋅

res Minimize J op res assign

p a I b zi i

: : , : % :

:

2

1 1   ii

i

n

z

p p dz p unapply p z

w unapply
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Параметризуем границу области D и построим график ее образа при отображении функцией 
w(z) — рис. 6:
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Рис. 6. Круг и его аппроксимация при отображении пятиугольника

Как видно из рис. 6, аппроксимирующая кривая практически совпадает с окружностью. 
Аналогично примеру 1 можно оценить и погрешность вычислений. В данном случае она не пре-
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вышает ε = 0 0005. . Обратим внимание на то, что для аппроксимации конформного отображения 
использовался полином степени n = 40, при этом расчеты выполнялись с числом значащих цифр 
Digits = 70.

Заключение 
Рассмотренные примеры приближенного построения конформных отображений областей 

на круг единичного радиуса показывают эффективность применения вариационного метода в со-
вокупности с системой аналитических вычислений Maple к решению указанных задач. Отметим, 
что в системе Maple также легко реализовать метод Ритца, основанный на свойстве минимума 
длины контура при конформном преобразовании области на круг. В системе Maple имеются эф-
фективные средства вычисления контурных интегралов [2].

Как известно, реализация многих аналитических методов на цифровых компьютерах 
приводит к вычислительной неустойчивости большинства из них. Это связано с накоплением 
ошибок округления, возникающих при работе на множестве действительных чисел с ограни-
ченным числом значащих цифр в мантиссе, которое реализуется на цифровых компьютерах. 
Выход из такого затруднительного положения видится в использовании для некоторых число-
вых расчетов систем аналитических вычислений, в которых проблемы, связанной с использо-
ванием ограниченного количества значащих цифр в мантиссе действительного числа, не суще-
ствует.

Система Maple эффективно используется для решения различных задач математической фи-
зики: математического моделирования в механике деформируемого твердого тела при расчете раз-
личных судовых и гидротехнических конструкций, а также при решении задач теории упругости 
и теплопроводности [3] – [18].

Результаты, полученные в данной работе, могут быть использованы при решении много-
численных технических задач, возникающих на водном транспорте. Прежде всего, это относится 
к задачам расчета плоских гармонических векторных полей в гидромеханике (при проектиро-
вании русловых процессов или расчете полей скоростей в водопроводных галереях судоходных 
шлюзов), теории фильтрации (при проектировании плотин, камер судоходных шлюзов), теории 
теплопроводности (при решении различных задач, связанных с фазовыми переходами, в частно-
сти задач промерзания-оттаивания грунтов), а также при решении задач теории упругости, свя-
занных с расчетами на прочность гидротехнических сооружений.
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MODELLING OF CONFORMAL MAPPINGS BY A VARIATION METHOD 
IN SYSTEM OF SYMBOLICAL EVALUATIONS MAPLE

Conformal mappings are applied at a solution of the numerous engineering problems arising on a water 
transport. It, first of all, problems of calculation of flat harmonious fields of vectors in a hydromechanics (river 
channel’s processes, fields of velocities in water galleries of navigable sluices), filtration theories (at designing of 
dams, navigable sluice chamber).

In article the approximate method of creation of conformal mappings in system of character computation of 
Maple based on use of properties of a minimum of the area and a minimum of length of a circuit in case of conversion 
of area on a circle is considered, and application of a method of Ritz. Problems of realization of analytical methods 
on the computers connected with instability of the majority of them are known. The new approach to a solution of the 
specified problems on the basis of use of possibilities of symbolical evaluations is stated. The algorithm of a solution 
of a problem about construction of a conformal mapping of the set area on a circle is developed. The technique 
of use of Maple system is shown on two examples of creation of conformal mappings of an ellipse and a pentagon 
on a circle of single radius. Efficiency of application of a variation method in aggregate with system of analytical 
evaluations Maple to a solution of the specified problems is shown.

Keywords: conformal mapping, area, circle, Ritz method, functional minimum, the equation of Laplace, 
complex variable.
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