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УДК621.314.69 И. А. Сакович,
А. И. Черевко,

Е. В. Лимонникова

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ УПРАВЛЯЕМЫХ 
ВЫПРЯМИТЕЛЕЙ, ПОСТРОЕННЫХ НА БАЗЕ ТРАНСФОРМАТОРОВ 

С ВРАЩАЮЩИМСЯ МАГНИТНЫМ ПОЛЕМ

Описан новый метод параметрического математического моделирования управляемых выпрями-
телей, построенных на базе трансформатора с вращающимися магнитными полями с любым числом сек-
ций вторичной круговой обмотки. Для расчета взаимоиндуктивных связей внутри полуобмоток круговой 
обмотки и между ними предлагается использование диагонально-постоянной матрицы Теплица. Приво-
дятся выражения, позволяющие упростить описание электромагнитных процессов и составляющие суть 
нового метода математического описания данных выпрямителей. Представлены результаты математи-
ческого моделирования работы управляемого выпрямителя в MATLAB для известных классических и но-
вых импульсно-фазовых способов управления: для способа управления, дающего удвоенное число пульсаций, 
для случая, когда круговая обмотка содержит четное число секций, и для ступенчато-хордового способа 
управления. Сделаны выводы о перспективности применения данного способа математического моделиро-
вания при исследовании других типов преобразователей энергии, построенных на базе трансформаторов 
с вращающимися магнитными полями, а также различных способов управления преобразователями с ис-
пользованием широких возможностей MATLAB.

Ключевые слова: трансформатор с вращающимся магнитным полем, математическое моделирова-
ние, способ управления, выпрямитель, полупроводниковый преобразователь, круговая обмотка.
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Математическое моделирование в исследовании ТВМП
При проектировании управляемых выпрямителей (УВ), построенных на базе трансформа-

торов с вращающимися магнитными полями (ТВМП), содержащих первичную трехфазную об-
мотку (ТО) и вторичную круговую обмотку (КО) [1] – [3], которая может иметь различное число 
секций, требуется определить параметры как самого ТВМП, так и реализуемого способа управле-
ния. Применение новых способов управления, рассмотренных в работах [4], [5], отличных от им-
пульсно-фазовых [6] – [8], значительно улучшает качество преобразуемой электрической энергии, 
предоставляет новые возможности по регулированию выходного напряжения. Необходимость 
сравнительной оценки качества электрической энергии и параметров УВ на этапе проектирования 
обуславливает важность применения математического моделирования.

В работах [8] – [12] были рассмотрены математические модели УВ с ТВМП, реализованные 
в MATLAB Simulink и Microcap. Однако проведение моделирования для произвольного числа сек-
ций КО ТВМП сопровождается значительным усложнением структуры моделей при увеличении 
числа секций КО, что объясняется значительным ростом числа дифференциальных уравнений, 
описывающих установившиеся состояния электромагнитных процессов. Важность оценки параме-
тров УВ с ТВМП при различном количестве секций КО, а также произвольном алгоритме управле-
ния определило необходимость разработки новой параметрической математической модели.

Геометрическая аналогия  
круговой обмотки в задачах анализа преобразователей с ТВМП

В ряде публикаций [4] – [6] для рассмотрения электромагнитных процессов в преобразова-
телях, выполненных на базе ТВМП, было предложено использовать геометрическую аналогию 
его КО, что позволило установить связь между количеством пульсаций выходного напряжения 
и количеством секций КО (N) при различном их значении. Геометрически КО можно представить 
в виде правильного N-угольника (рис. 1). Такая геометрическая интерпретация КО ТВМП позво-
ляет получать аналитические соотношения, основываясь на взаимных геометрических соотноше-
ниях между секциями КО и фазными обмотками ТО.

Рис. 1. Расчетная схема замещения УВ с ТВМП на первом этапе коммутации
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Коммутация силовых ключей УВ с ТВМП представляет собой итерационное переключение 
секций КО в соответствии с алгоритмом управления. В классических импульсно-фазовых алго-
ритмах управления, [6] – [8], одновременно работают один силовой ключ (СКл) анодной и один 
СКл катодной группы, подключая отводы КО к нагрузке и разделяя ее тем самым условно на две 
полуобмотки. Поочередное переключение СКл в соответствии с частотой и направлением вра-
щения результирующего вектора магнитной индукции ТВМП позволяет получать N пульсаций в 
выходном напряжении, если КО содержит четное число секций, и 2N пульсаций, если КО содер-
жит нечетное число секций. Разделение КО на две полуобмотки происходит и при использовании 
новых способов управления.

Так как аналитическое рассмотрение электромагнитных процессов в УВ с ТВМП требует 
учета индуктивных связей между всеми секциями КО и между секциями КО и фазными обмотка-
ми ТО, то их влияние друг на друга предлагается описывать с учетом симметрии КО. Разделение 
КО на две полуобмотки позволяет упростить выражения для тока в каждой секции КО, если рас-
сматривать полуобмотку как совокупность магнитосвязанных секций, пространственно сдвину-
тых на угол 2π/N.

Описание электромагнитных процессов в УВ с ТВМП
Для анализа соотношений со взаимоиндуктивностями удобно использовать диагонально-

постоянную N-размерную матрицу Теплица, матрицу поворачивающих коэффициентов, элемен-
ты которой являются аргументами косинуса в функции нахождения взаимоиндуктивности между 
двумя секциями КО, одна из которых имеет порядковый номер i, а другая j, и задаются выраже-
нием

      Ψ i j i j, = − . (1)

Для N = 8 матрица поворачивающих коэффициентов будет иметь вид равенства

        Ψ
N =

=
8

0 1 2 3 4 5 6 7

1 0 1 2 3 4 5 6

2 1 0 1 2 3 4 5

3 2 1 0 1 2 3 4

4 3 2 1 0 1 2 3

5 4 3 2 1 0 1 2

6 5 4 3 2 11 0 1

7 6 5 4 3 2 1 0































. (2)

Так как пространственный сдвиг между двумя смежными секциями КО составляет 2π/N рад, 
то матрица взаимоиндуктивностей М, в которой элемент Mi,j определяет взаимоиндуктивность 
между i- и j-й секциями КО (рис. 1), будет определяться выражением (3), где LС — индуктивность 
секции КО; k — коэффициент магнитной связи:

            M kL
NC= ⋅






cos Ψ

2π
. (3)

Пусть первая полуобмотка КО имеет Ns1 секций, а вторая полуобмотка КО —  
Ns2 = N – Ns1. Тогда Ms11 — сумма всех взаимоиндуктивностей между каждой секцией первой по-
луобмотки КО, учитываемая при расчете напряжения на её секциях — будет определяться суммой 
элементов Ns1-размерной подматрицы матрицы М, первый элемент которой совпадает с первым 
элементом матрицы М, а главная диагональ удалена (т. е. за вычетом значения kLCNs1) (4). Ms22 — 
сумма всех взаимоиндуктивностей между каждой секцией второй полуобмотки КО — будет опре-
деляться суммой элементов Ns2-размерной подматрицы матрицы М, первый элемент которой явля-
ется элементом матрицы М, стоящим на пересечении первого столбца и (1+Ns1)-й строки (5).
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         Ms kL Ns M kL x Ns x
NC i j

j

Ns

i

Ns

C11 1

11

1

11

2
2

= − + = −( )









==
∑∑ ,

cos
π







=

−

∑
x

Ns

1

11

; (4)

         Ms kL Ns M kL x Ns x
NC i j

j

Ns

i

Ns

C22 2

11

2

22

2
2

= − + = −( )









==
∑∑ ,

cos
π







=

−

∑
x

Ns

1

12

. (5)

Ms12 — сумма всех взаимоиндуктивностей от каждой секции одной полуобмотки к каждой 
секции другой полуобмотки — будет определяться суммой элементов подматрицы матрицы M (6), 
первый элемент которой стоит на пересечении первого столбца и Ns1-й строки и имеющей размер 
Ns2 строк на Ns1 столбцов.

   Ms M kL x y
Ni j

j

Ns

C
y

Ns

x

N

12

1 1

1

1

1 2

1
2

= = + −( )

















= =

−

=
∑ ∑,

cos
πss

i Ns

N 1

1

1

1

−

= +
∑∑ . (6)

Сумма всех взаимоиндуктивностей между каждой секцией рассматриваемой полуобмотки 
КО и секцией ТО будет определяться подобным образом, но с учетом пространственного углового 
сдвига секции ТО относительно целой полуобмотки КО, а также угла управления α.

Электромагнитные процессы в УВ с ТВМП в установившихся состояниях описываются 
формулами (7) – (12):

            

e t e t L M d
dt
i t d

dt
i t R i t i ta b a b a b( ) − ( ) = −( ) ( ) − ( )






 + ( ) − (TO TO TO ))( ) +

+ + +





 − + + +
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x
N

d
CTO

cos cos
2 2 2

3

π
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π
α

π
∆ ∆

ddt
i t

k L L x
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I
x A n

A n Ns n

C

( ) +

+ − + +





 +

=

+ ( )−

∑
( )

( )

cos cos

1 1

2
TO

π
α∆ xx

N
d
dt
i tII

x K n

K n Ns n
2 2

3

2 1 π
α

π
+ + +
















 ( )

=

+ ( )−

∑ ∆
( )

( )

;

 (7)

        

e t e t L M d
dt
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dt
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  (8)
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dt
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       i t i t i tc a b( ) = − ( ) − ( );  (11)

        i t i t i td I II( ) = ( ) + ( ).  (12)

В уравнениях (7) – (12) LTO, RTO — индуктивность и сопротивление секций ТО; ea(t), eb(t), 
eс(t) — мгновенные значения фазных ЭДС трехфазной питающей сети; LС и RC — индуктивность 
и сопротивление секций КО; Ld, Rd и ed(t) — индуктивность, сопротивление и мгновенное значение 
собственной ЭДС нагрузки; A(n) и K(n) — анодный и катодный силовые ключи для n-временного 
этапа коммутации; ia(t), ib(t), ic(t) — токи в секциях ТО; iI(t), iII(t) — мгновенные значения токов 
в первой и второй полуобмотках КО; α — угол управления; ∆ — пространственный фазовый 
сдвиг между фазной обмоткой фазы А ТО и первой секцией КО.

Решение системы дифференциальных уравнений (7) – (10) относительно вектора дифферен-
циалов искомых токов (dia(t)/dt, dib(t)/dt, diI(t)/dt, diII(t)/dt, dic(t)/dt, did(t)/dt)T, выраженного из (7) – (12), 
дает мгновенные значения соответствующих токов в секциях ТО и в полуобмотках КО, а также 
в нагрузке, позволяя произвести расчет значений интересующих напряжений.

Результаты моделирования
Результаты моделирования УВ с ТВМП с N=8 секциями КО при классическом способе 

управления, полученные в MATLAB без использования Simulink с помощью функции ode15s для 
решения жестких дифференциальных уравнений методом обратного дифференцирования, пока-
заны на рис. 2 – 4. Рис. 5 и 6 отображают результаты моделирования ступенчато-хордового способа 
управления, а рис. 7 — способа управления, дающего удвоенное число пульсаций по сравнению 
с классическим способом управления. Для сохранения наглядности формы пульсаций сопро-
тивление и индуктивность нагрузки выбраны незначительными. Полученные результаты согла-
суются с аналитическим описанием и результатами испытаний опытного образца УВ с ТВМП 
мощностью 4 кВт, в котором был реализован классический способ управления, проведенных 
АО «СПО «Арктика» в ходе выполнения опытно-конструкторской работы, выполняемой в рам-
ках федерально-целевой программы «Развитие гражданской морской техники» на 2009 – 2016 гг. 
[13]. Это позволяет получить соответствие между моделированием и результатами работы УВ 
с ТВМП при применении ступенчато-хордового способа управления, когда КО содержит произ-
вольное число секций и способа управления, дающего удвоенное число пульсаций в выходном 
напряжении, когда КО выполнена с четным числом секций.

Рис. 2. Токи в секциях ТО ТВМП при N=8 и классическом способе управления

Рис. 3. Токи в полуобмотках КО ТВМП при N=8 и классическом способе управления
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Рис. 4. Выпрямленный ток УВ с ТВМП при N=8 и классическом способе управления

Рис. 5. Ток нагрузки ТО ТВМП при N = 8 и ступенчато-хордовом способе управления  
на третьей ступени регулирования при α = 0°

Рис. 6. Ток нагрузки КО ТВМП при N = 8 и ступенчато-хордовом способе управления  
на третьей ступени регулирования при α = 30°

Рис. 7. Ток нагрузки УВ с ТВМП с N = 8 при α = 50° и способе управления,  
дающем удвоенное число пульсаций

Выводы
Преимуществом разработанной модели является возможность ее параметризации, т. е. из-

менения параметров модели путем задания исходных данных для моделирования: числа секций 
круговой обмотки (как четного, так и нечетного), параметров трехфазной питающей сети, в том 
числе ее асимметрии, параметров ТВМП (сопротивлений и индуктивностей секций КО и ТО), па-
раметров нагрузки. Предлагаемая математическая модель позволяет также исследовать различ-
ные способы управления, в том числе ступенчато-хордовый способ, описанный в работах [4], [5], 
и способ управления, дающий удвоенное число пульсаций в выходном напряжении УВ с ТВМП 
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при четном числе секций КО. Модель позволяет проводить анализ переходных процессов, ава-
рийных режимов, анализировать влияние несимметрии питающих напряжений на качество вы-
прямленного напряжения. Так как выходными данными модели для каждого шага моделирования 
являются векторы мгновенных значений токов, то, интерполируя их средствами MATLAB, можно 
проводить исследования с применением методов цифровой обработки сигналов, в том числе ис-
пользовать БПФ для спектрального анализа, предварительно проведя выравнивание и децимацию 
по времени до количества выборок, кратного числу, являющемуся целой степенью двойки.

Анализ геометрической интерпретации обмоток ТВМП позволяет упростить математиче-
ское описание электромагнитных процессов, происходящих в УВ с ТВМП, одновременно допол-
нив его новыми возможностями в части изменения исходных данных. Описанный метод позволя-
ет разрабатывать математические модели как для различных конструкций управляемых выпря-
мителей [14], так и для других, построенных на базе ТВМП преобразователей, рассматриваемых 
в публикациях [15] – [17].
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MATHEMATICAL MODELING OF CONTROLLED RECTIFIERS BASED  
ON ROTATING MAGNETIC FIELD TRANSFORMERS

The new principle of parametric mathematical modeling of controlled rectifiers made using the transformer 
with rotating magnetic field made with different number of sections of the secondary circular winding and based 
on it is described. It is offered to applying the Toeplitz matrix for calculating the mutual inductances between 
half-windings of the circular winding and between of these. Given expressions allow simplifying the description 
of electromagnetic processes and composing the method essence of the new mathematical description of these 
rectifiers. Results of mathematical modeling in MATLAB of operation of controlled rectifier for classical and new 
phase-pulse control method: for the method that’s given double number of pulses in case when the circular winding 
containing even number of sections and for step-chord method are given. Summary of perspective implementation 
of this principle for mathematical modeling by using wide MATLAB resources for analysis other types of energy 
converters made with transformer with rotating magnetic field and for different control algorithms are made.

Keywords: transformer with rotating magnetic field; mathematical modeling; control method; rectifier unit; 
semiconductor converter; circular winding.
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