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ПРЕДИКТИВНОЕ АПЕРИОДИЧЕСКОЕ УПРАВЛЕНИЕ  
ДИНАМИЧЕСКИМИ ОБЪЕКТАМИ НА ВОДНОМ ТРАНСПОРТЕ 

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Рассматривается апериодическое управление устойчивыми и неустойчивыми динамическими объ-
ектами на водном транспорте на основе дискретных математических моделей, представленных уравне-
ниями в пространстве состояний, и его использование для решения задач прогноза. Способы и алгорит-
мы апериодического управления позволяют для класса наблюдаемых и управляемых объектов получить 
численные решения двухточечных граничных задач с обеспечением минимальной энергии на управление. 
В отличие от изложенного ранее метода экономии энергии на основе апериодического управления, пред-
лагается в вычислительный алгоритм встроить процедуру оптимизации, реализуемую средствами ква-
дратичного программирования, содержащимися, например, в инструментарии MATLAB, что позволяет 
ввести ограничения на вектор переменных состояния и управления и, следовательно, использовать апери-
одическое управление для построения прогнозирующих моделей. Для повышения эффективности расчетов 
в вычислительном алгоритме апериодического управления применена матрица академика А. Н. Крылова. 
Прогнозирующие модели на базе апериодического управления могут служить мощным теоретически обо-
снованным средством принятия оптимальных решений, полученных путем проведения многовариантного 
машинного эксперимента при изменении внешних условий и параметров объекта. Предлагаемые прогнози-
рующие модели на основе апериодического управления можно использовать в качестве дополнения к реше-
ниям, реализуемым с помощью класса прогнозирующих моделей численной оптимизации — Model Predictive 
Control (МРС), требующих больших объемов пошаговых вычислений в режиме реального времени. Приведе-
ны примеры апериодического управления динамическими объектами на водном транспорте с применением 
квадратичного программирования.

Ключевые слова: объект, дискретная модель, апериодическое управление, матрица, управляемость, 
наблюдаемость, математическое программирование, ограничения, экономия энергии.

Введение
Методы апериодического управления устойчивыми и неустойчивыми динамическими 

объектами, реализуемые на основе дискретных математических моделей, широко используются 
для решения задач прогноза с обеспечением минимальной энергии на управление [1], [2]. Апери-
одическими системами управления называют дискретные динамические системы, обеспечиваю-
щие перевод объектов, находящихся в заданном начальном состоянии, в конечное состояние в те-
чение определенного времени. Принцип действия апериодических систем основан на известном 
в автоматике теоретическом положении, согласно которому управляемую и наблюдаемую дис-
кретную линейную систему с размерностью матрицы состояния (n×n) можно перевести из любого 
начального в конечное состояние не менее, чем за n шагов, при отсутствии ограничений. Если ра-
бочее время системы составит Np шагов, причем Np>n, то такой переход может быть осуществлен 
при обеспечении минимума энергии на управление.

При отсутствии помех для объектов с одним входом вектор управления однозначно опре-
деляется векторами начального и конечного состояний, матрицей состояния дискретной системы 
и матрицей Крылова. Оценка элементов вектора управления производится на основе псевдоин-
версии Мура–Пенроуза, что обеспечивает движение объекта по оптимальной траектории [1], [2].
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Применение компьютерных вычислительных сред для апериодического управления дина-
мическими объектами и технологическими процессами на водном транспорте позволяет карди-
нально изменить способы синтеза апериодических систем различного назначения. 

Высокое быстродействие и производительность вычислительных систем дают возможность 
для класса дискретных динамических объектов путем вариации интервалов дискретности и их 
числа решать важный комплекс задач: 

– идентифицировать объекты по экспериментальным характеристикам; 
– оценивать внешние воздействия и компенсировать их влияние на поведение управляемых 

объектов;
– оптимизировать технологические процессы при управлении по нескольким каналам с  раз-

личными критериями качества.
Широкому практическому применению апериодических систем c предиктивным управле-

нием, как известно из [3] – [6], способствует возможность выполнения их структурных преоб-
разований и различных модификаций, направленных на повышение эффективности и качества 
производственных и технологических процессов.

В отличие от известных методов экономии энергии на основе апериодического управле-
ния, предлагается в вычислительный алгоритм встроить процедуру оптимизации, реализуемую 
средствами квадратичного программирования, содержащимися, например, в инструментарии 
MATLAB, что позволяет использовать апериодическое управление для построения прогнозирую-
щих моделей. Для повышения эффективности расчетов в вычислительном алгоритме апериодиче-
ского управления применена матрица академика А. Н. Крылова.

Основная часть 
Апериодическое управление динамическими объектами рассмотрим применительно к мате-

матической модели в пространстве состояний инвариантной во времени системы [2]:

x t A x t B u t( ) ( ) ( )= ⋅ + ⋅ ;                                                            (1)

y t C x t D u t( ) ( ) ( )= ⋅ + ⋅ ,                                                            (2)

где А — (n×n)-матрица; В — (n×q)-матрица; С — (r×q)-матрица и D — (r×q)-вектор постоянных 
коэффициентов; x(t) — (n×1)-мерный вектор состояния; u(t) и y(t) — соответственно векторы управ-
ления и выхода соответствующей размерности. Если r < n, то измеряются не все переменные со-
стояния.

Для системы управления с одним входом q = 1 уравнения (1) и (2) упрощаются, и процедура 
поиска оптимальных решений может быть реализована с помощью инструментария функций ма-
тематического программирования. Переход к базовой дискретной модели выполним с помощью 
соотношений, основанных на матричном экспоненциале:

A ed
A T= ⋅ ;

B e Bdd
A T

T

= ⋅∫ τ
0

,

где Т — шаг дискретности. 
В результате получим:

x k A x k B u kd d( ) ( ) ( )+ = ⋅ + ⋅1 ;                                                     (3)

y k C x k D u kd d( ) ( ) ( )= ⋅ + ⋅ ,                                                        (4)

где k = 0, 1, 2, ... — номер такта, определяющий дискретный момент времени t = k∙Т. 
Если принять Cd =I и Dd = 0, то у(k) = х(k) и программное предиктивное управление для дан-

ного класса объектов, обеспечивающее минимум энергии, как известно из [3] – [6], существенно 
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упрощается. В этом случае без изменения структуры базовой модели, по мере необходимости, 
можно в реальном масштабе времени выполнять пошаговые оценки параметров модели средства-
ми идентификации, применять динамические наблюдатели для восстановления вектора состоя-
ния по вектору выхода, осуществлять фильтрацию зашумленных сигналов, оценивать внешние 
возмущения и др. 

Время прогноза Тр, определяющее горизонт предсказания, при управлении динамическим 
объектом всегда ограничено. Пусть окно горизонта предсказания, осуществляемого по уравнению 
(3), состоит из Np = Тр/Т тактов. Окно горизонта управления содержит Nc тактов, что соответствует 
времени Tc = T∙Nc. Очевидно, что Nc < Np. Движение дискретного объекта на тактах k + 1, k + 2, ..., 
k + Np определяется вектором управления

U = [u(k) u(k + 1) u(k + 2) … u(k + Nc – 1)]T,                                       (5)

а если горизонты управления и прогноза совпадают, то управление

U = [u(k) u(k + 1) u(k + 2) u(k + Np – 1)]T.                                         (6)

Задача апериодического управления при Nc = Np состоит в получении вектора U, обеспечива-
ющего перевод объекта из состояния х(k) в состояние x(Np) за время, определяемое числом тактов 
Np, при минимизации критерия качества:

J U RUT=
1
2

,                                                                (7)

с учетом ограничения (3). Вектор U является программным управлением для прогнозирующей 
модели. Он формирует кусочно-постоянные сигналы с изменяющейся амплитудой в начале каж-
дого шага. Применение алгоритма апериодического управления для прогноза состоит в решении 
двухточечной граничной задачи в условиях ограничений на заданном временном интервале, опре-
деленном горизонтом предсказания. Алгоритм синтеза основан на использовании дискретного 
матричного уравнения

x N A x k Kr Up d
Np( ) ( )= ⋅ + ⋅ ,                                                      (8)

где x(Np) — вектор состояния в момент Np (на правой границе — конечное состояние); х(k) — век-
тор состояния на левой границе, принятый за начальное состояние в предиктивном окне; Кr  — 
матрица Крылова; U — вектор управления (6).

Матрица Крылова полного ранга размерности (n × Np ) имеет вид

Kr A A A A Bd
N

d
N

d d d
p p= 





− −1 2 1 0... .* .                                          (9)

Знак (.*) означает поэлементное умножение, применяемое в вычислительных средах. Заме-
тим, что, согласно уравнению (8), x(Np ) зависит от х(k) на левой границе предиктивного окна и 
элементов вектора управления в моменты [k, k + 1, ..., k + Nc]. Если целевым назначением управ-
ления объектом является приведение его в состояние x(Np ) за Np тактов, т. е. конечное состояние 
известно, то такой переход может быть выполнен различными способами, отвечающими выбран-
ным критериям оценки. Апериодическое управление, обеспечивающее минимум (7), следует оце-
нивать с помощью соотношения

U Kr x N A x kp d
Np= ⋅ − ⋅+ [ ( ) ( )] ,                                                (10)

где Кr+ — операция псевдоинверсии Мура–Пенроуза.
Из соотношения (10) видно, что если Np = п и Nc=Np, то перевод объекта из начального со-

стояния в конечное выполняется в течение минимального времени. Квадратная матрица Крылова, 
соответствующая этому режиму, имеет полный ранг и должна инвертироваться. Если же Np>n, 
то переход осуществляется за Np шагов при минимальном значении (7), поскольку

J Kr x N A x k R Kr x N A x kp d
N T

p d
Np p

min [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]= ⋅ − ⋅



 ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅+ +1

2 

 ,
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где R — диагональная (положительно определенная) матрица весовых коэффициентов, приписы-
ваемых каждому элементу вектора управления на горизонте предсказания. Из приведенных со-
отношений следует, что U не зависит от R, а соотношения (7) и (10) позволяют сформулировать 
задачу управления в терминах квадратичного программирования, используя для решения инстру-
ментарий Optimization Toolbox среды MATLAB. При этом минимизация соотношения (7) должна 
выполняться для заданных рабочих интервалов Nc и Np при соблюдении ограничения-равенства

Kr U x N A x kp d
Np⋅ = − ⋅[ ( ) ( )]                                                   (11)

на всех режимах, с учетом изменений вектора управления в допустимых пределах

LB < U < UB,

где LB и UB — соответственно нижняя и верхняя границы вектора управления. 
Поскольку на каждом шаге может выполняться решение (3), эта информация применима 

для получения функциональных ограничений-неравенств на векторы выхода и состояния.
Рассмотрим применение апериодического управления для решения задачи прогноза на кон-

кретных примерах. Предположим, что объект управления описывается дифференциальными урав-
нениями (1) и (2), где А = –0.2231, B = 0.1116; С = 1; D = 0. Выберем шаг дискретности T = 1.0, для ко-
торого дискретный вариант модели будет содержать численные значения коэффициентов Am = 0.8; 
Вт = 0.1; Ст = 1; Dm = 1. Теперь сформируем обобщенную дискретную прогнозирующую модель объ-
екта, принятую в теории предиктивных систем класса МPC [2], по следующему правилу:

x k A x k B u kd d( ) ( ) ( )+ = ⋅ + ⋅1 ,                                               (12)

где A
A

C Ad
m m

T

m m

=
⋅











0
1

  и  B
B

C Bd
m

m m

=
⋅









.

Для определенности Cd примем равной единичной матрице. Если вектор Dd = [0 0]T, то, со-
гласно уравнению (4), получим у(k) = х(k). Ниже приведен фрагмент скрипт-файла, составлен-
ного в кодах MATLAB, по которому выполнены расчеты для различных окон предсказания Np 
и управления Nc. Фрагмент скрипт-файла представлен двумя блоками. В первом блоке содержит-
ся матрица Крылова и операторы оценки вектора управления U для «жесткого» перевода объекта 
в заданное конечное состояние. Во втором блоке представлены операторы квадратичного про-
граммирования, используемые для решения задачи прогноза при различных окнах управления Nc, 
изменяющихся внутри фиксированного окна Np. Перевод объекта в состояние x(Np) обеспечивает-
ся с помощью ограничения-равенства Aeq · U = beq.

% Апериодическое управление на горизонте предсказания: 
Kr=gallery(‘krylov’,Ad,Bd,Np-l); Krl=fliplr(R)
W=inv(Krl*Krl’)*Krl; u=W’*[xNp-AdANp*xO] 
% Квадратичное программирование:
H=eye(Np-l);
A=Q;b=D;Hl;
Aeq=Krl; beq=Krl *u;
lb=[ones(Nc,l)*(-Inf);ones(Np-1-Nc, 1)*0]; 
ub=[ones(Nc,1)*Inf;ones(Np-1-Nc,1)*0]; 
[uAp,J 1 ]=quadprog(2*H,f,A,b,Aeq,beq,lb,ub);
На рис. 1 представлен процесс перехода объекта в конечное состояние x(Np) = [0 1.0]T при век-

торе начальных условий x(k) = [0.1 0.2]T. Окна горизонта предсказания и управления Np = Nc = 10. 
Масштаб переменной состояния X(1) принят равным трем. Критерий качества Jmin(10) = 0.4460.

Траектории объекта при тех же граничных условиях, но различных окнах предсказа-
ния и управления, приведены на рис. 2. Видно, что Nc = 4 и Np = 10. Значение критерия качества 
Jmin (4) = 6.4857. Объект переводится в заданное конечное состояние на правой границе окна пред-
сказания. 
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Рис. 1. Управление объектом при Np = 10 и Nc = 10

Рис. 2. Управление объектом при Np = 10 и Nc = 4

Прогнозирование с применением апериодического управления неустойчивым дискретным 
объектом рассмотрим на примере модели макроэкономики, приведенной в работах [7], [8]. Дис-
кретная модель описывается следующим матричным уравнением:
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с векторами граничных условий в предиктивном окне:
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Здесь используются следующие обозначения: x1(k) = с(k) — потребление; х2(k) = у(k) — сум-
марные государственные закупки; x3(k) = 1(k) — валовой национальный продукт; и(k) = 1(k) — 
инвестиции.

Собственные значения приведенной выше матрицы состояния:

λ1 = –0.6835; λ2 = 1.0240; λ3 = 0.5696, 

что свидетельствует о неустойчивости объекта. Выберем окно прогноза Np=12 и рассмотрим пре-
диктивное управление для двух окон управления: Nc=12 и Nc=9. Для вектора управления вве-
дем следующие ограничения: инвестиции I(k) не должны быть отрицательными и в то же время 
на каждом шаге прогноза максимальное их значение не должно превышать 800 единиц.

Обсуждение основных результатов 
На рис. 3 приведены результаты моделирования дискретного объекта (13) с расчетом эле-

ментов вектора управления на каждом шаге в окне прогноза. Для подтверждения корректности 
вычислений приводится фрагмент матрицы, содержащей переменные состояния на первых трех 
шагах:

x(1) x(2) x(3) u = 1
1 460.1000 113.1000 718.4000 386.3865
2 486.2058 82.1655 682.8851 375.0256
3 459.4970 238.9409 782.1507 366.8620
… … … … …
11 443.8355 211.1054 875.0402 119.3817
12 466.3767 152.4587 832.3861 24.9338
13 500.0000 117.0000 771.2000 0

 

Рис. 3. Апериодическое управление объектом  
в окне прогноза с рабочими параметрами Np = 12 и Nc = 12
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Рис. 4. Апериодическое управление экономическим объектом  
с окном прогноза Np = 12 и окном управления Nc = 9

На рис. 4 указаны текущие значения переменных состояния и управления объектом (13) 
при тех же граничных условиях, полученные для рабочих параметров окна прогноза: Np = 12 и Nc = 9.

 
Выводы

1. Модели предиктивного апериодического управления для рассматриваемого класса объ-
ектов водного транспорта могут служить инструментом для создания механизма принятия реше-
ний, обеспечивающих повышение энергоэффективности реализуемых технологических процес-
сов и производств [5], [6]. 

2. Модельные количественные оценки и прогнозирование поведения дискретных динамиче-
ских объектов при вариации параметров, ограничений, анализе и моделировании широкого спек-
тра внешних воздействий позволяют на качественно новом уровне совершенствовать процессы 
организации и управления практически на всех предприятиях водного транспорта. 

3. Компьютерный эксперимент с применением модельного прогнозирования должен стать 
рабочим инструментом менеджеров при выборе оптимальных решений в логистике, экономике 
и эксплуатации водного транспорта с использованием институтов рынка для развития производ-
ства [9] – [13]. 

4. Специфика производственных моделей в экономике, их склонность к потере устойчи-
вости, высокая чувствительность к вариации параметров и внешним воздействиям предопре-
деляют количественные оценки и выбор решений, базирующихся на предиктивных моделях, 
что подтверждается рассмотренным примером апериодического управления макроэкономиче-
ской системой.
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PREDICTIVE APERIODIC CONTROL OF DYNAMIC OBJECTS  
ON WATER TRANSPORT USING MATHEMATICAL PROGRAMMING

Considered aperiodic control of stable and unstable dynamic objects on water transport based on discrete 
mathematical models, represented by equations in state space, and it implementation for predictive control. 
Methods and algorithms for aperiodic control allow for a class of observed and managed objects to obtain 
the numerical solution of two-point boundary value problems with minimum energy control. In contrast to the 
previously described method of saving energy on the basis of aperiodic control [ ], the proposed computational 
algorithm is to embed the optimization procedure by means of quadratic programming, i.e., in the Toolbox 
of Mat LAB, that allows to impose restrictions on the vector of state variables and control and, therefore, the use 
of aperiodic control to build prediction models. To improve the efficiency of calculations in the computational 
algorithm of deadbeat control applied to matrix A. N. Krylov. A prediction model based on the aperiodic control 
can be a powerful theoretically sound tool for making optimal solutions obtained by multivariate machine 
experintent under changing external conditions and parameters of the object. The proposed predictive model 
based on the aperiodic control can be used as a supplement to the decisions performed using a class of predictive 
models of numerical optimization - Model Predictive Control (MPC), wherein large volumes of step-by-step 
calculations in real time regime. Examples of aperiodic control of dynamic objects on water transport with the 
use of quadratic programming are considered.

Key words: object, discrete model, aperiodic control, matrix, controllability, observability, mathematical 
programming, constraints, energy saving.
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