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The paper describes a set-theoretical model of a universal container terminal functional structure 
handling a complex structured cargo flow. It is represented that the chosen form of model’s and its activity 
description allows to reveal the complex mechanism of terminal’s functional elements cooperation and consider 
the specification of different cargo flow handling process. The suggested model is not just a good description 
of the container terminal structure and its elements cooperation, but it is also a tool for the research 
of the specification of its characteristics’ dynamic changes. And, therefore, build theories on the system’s action. 
It is represented that get all these features of the model it is not necessary to apply a computer modelling. All 
the results are calculated from the suggested matrix forms. As a consequence, a set-theoretical model of such 
a type can be used as standard in the process of creation of hierarchical consequence of the models with more 
precise characteristics which helps in the objective proof of a model’s adequacy. The results of container 
terminal activity modelling based on the suggested set-theoretical model is also represented in the paper. 
The utilization of the model allows to calculate the probability distribution of the necessary equipment number. 
And this distribution can be computed without considering of stochastic features of the parameters that were 
used in the calculations. It can be achieved because the model considers dynamical characteristic of a system, 
i. e. the change of its parameters through time.  
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УДК 656.615

ТЕОРЕТИКО-МНОЖЕСТВЕННАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ РАСЧЕТА  
ОПЕРАЦИОННЫХ РЕСУРСОВ КОНТЕЙНЕРНОГО ТЕРМИНАЛА

А. Л. Кузнецов, А. Д. Семенов, В. Н. Щербакова-Слюсаренко

ФГБОУ ВО «ГУМРФ имени адмирала С. О. Макарова», 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

В статье описывается теоретико-множественная модель функциональной структуры контей-
нерного терминала общего вида и структуры сложного грузопотока, обрабатываемого этим контей-
нерным терминалом. Показано, что выбранная форма описания модели и ее функционирования, не-
смотря на самый общий характер дескриптивных свойств, позволяет отразить скрытые механизмы 
взаимодействия отдельных функциональных элементов и учесть специфику обработки грузопотоков 
различной природы. Предложенная модель не только исчерпывающе описывает содержательно струк-
туру и отношения всех операционных компонент контейнерного терминала, но и позволяет исследовать 
особенности динамического изменения характеристик во времени, т. е. выносить суждения о характере 
поведения моделируемого объекта. Показано, что для получения всех этих возможностей не требуется 
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какая-либо трансляция теоретико-множественного описания в исполнительную компьютерную модель, 
т. е. отсутствует этап программирования как таковой, и все результаты выводятся непосредственно 
из матричных представлений. Как следствие, теоретико-множественные модели подобного рода могут 
служить в качестве эталонов в процедуре создания иерархической последовательности моделей со все 
более уточняющимися представлениями, с помощью которых обеспечивается объективное доказатель-
ство их адекватности. В работе также представлены результаты моделирования деятельности кон-
тейнерного терминала с помощью предложенного метода. Использование теоретико-множественной 
модели для анализа необходимого количества оборудования позволяет получить вероятностное распре-
деление потребности в этом оборудовании. При этом распределение может быть получено без учета 
случайного характера используемых при расчетах параметров. Это объясняется тем, что модель по-
зволяет учесть динамический характер работы изучаемой системы, т. е. изменение входных параме-
тров во времени.

Ключевые слова: модель порта, теоретико-множественная модель, неравномерность грузопотока, 
перегрузочное оборудование.
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Введение (Introduction)
Теоретико-множественные методы являются традиционным инструментом для описания 

фундаментальных свойств математических моделей различных объектов [1], [2]. Ведя свою исто-
рию от теории множеств, появившейся и плодотворно развивавшейся задолго до эры компьюте-
ров [3], [4], эти методы успешно использовались для описания и представления фундаментальных 
свойств моделей самого общего вида [5]. Повсеместное использование теоретико-множественных 
моделей объясняется тем, что они обладают глубиной выразительных средств, компактностью 
и универсальностью, что, в первую очередь, и требуется для формализации интуитивных пред-
ставлений.

Появление компьютера как технического средства и дискретной математики как теории его 
использования ознаменовало собой смену парадигмы в прикладных научных дисциплинах [6], [7]. 
Алгоритмические языки, созданные для управления техническими средствами вычислительной 
техники при решении с помощью последних научных и прикладных задач, постепенно смести-
ли теоретико-множественные методы с ведущих позиций в задачах описания и представления 
свойств моделей. Теоретико-множественные нотации в большей мере начали использоваться там, 
где алгоритмическое решение оказывалось невозможным, а модели носили формальный умозри-
тельный характер, чаще всего не допускающий их вычислительной реализации. Это положение 
коренным образом изменилось с развитием технологии создания программного продукта [8], [9]. 
Алгоритмическое (или «императивное») программирование постепенно стало одним из равных 
среди средств вычислительной техники наряду с программированием логическим, функциональ-
ным, объектно-ориентированным и др. [10], [11]. Выяснилось, что теоретико-множественные мето-
ды намного больше соответствуют новым информационным технологиям, и теперь уже классиче-
ское императивное программирование стало вытесняться в «интернет вещей», придавая им более 
«интеллектуальный» характер за счет встроенных микропроцессоров, отвечающих за алгоритми-
ческое поведение. В то же время накопленный опыт реализации программных проектов позволил 
установить, что теоретико-множественные модели обладают способностью не только отражать 
основные структурные особенности, взаимосвязи и отношения отдельных компонент сложных 
объектов, но и моделировать их поведение. 

Настоящая статья описывает именно такой пример использования формального теоретиче-
ского описания объекта — контейнерного терминала — методами теории множеств, которое по-
зволяет выносить суждения о динамических потребностях в технологических ресурсах.
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Методы и материалы (Methods and Materials)
В описываемом исследовании используются методы теории множеств, аппарат теории 

матриц и реляционные базы данных. Базовые элементы обобщенного грузопотока и предла-
гаемой теоретико-множественной модели контейнерного терминала описываются векторными 
структурами, точнее, вектор-строками и вектор-столбцами. Взаимодействия между операцион-
ными элементами модели при обработке грузопотока задаются матрицами, которые определяют 
отношения между компонентами грузопотока и элементами модели, а также задают времен-
ные характеристики частных грузопотоков, из которых складывается обобщенный грузопоток 
терминала. Для получения валидных и практически значимых моделей, позволяющих изучать 
динамику спроса на операционные ресурсы для реальных объектов, вполне адекватными ока-
зываются средства MS Exсel.

Результаты (Results)
Моделирование такого сложного объекта, как контейнерный терминал требует создания 

двух систем: статической и динамической. Первая предполагает, что все переменные не изменяют 
своего значения во времени. Разработка этой модели необходима как база для создания более близ-
кой реальности динамической модели, учитывающей данный фактор.

Статический расчет требований к ресурсам. Грузопоток Q, протекающий через терминал 
за произвольный период T, будем понимать как совокупность частных грузопотоков, входящих 
на терминал через его периметр и покидающих терминал через него, или как вектор-столбец 
Q = ||qk||K×1.

Каждый частный грузопоток проходит через свою последовательность элементов термина-
ла, перемещение между которыми называется транспортной операцией, или просто операцией. 
Операции представляют собой ребра графа функциональной структуры терминала, вершинами 
которого являются грузовые фронты, склады и другие базовые элементы (рис. 1).

Рис. 1. Функциональная структура терминала

Операции представлены вектором-строкой W = ||wi ||1×I. Последовательность операций, ко-
торая характеризует прохождение через терминал каждого частного грузопотока qk, называет-
ся технологическим маршрутом. Состав операций технологических маршрутов, необходимых 
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для обработки частных грузопотоков, задается бинарной матрицей технологических маршру-
тов A = ||αk,i||K×1, где αki = 1, если операция i входит в технологический маршрут грузопотока qk, 
и αki = 0 в противоположном случае. Объем грузопотока qk, умноженный на αki, образует элемент 
матрицы операционных заданий, определяющей нагрузку на каждую операцию от частных грузо-
потоков, или R = ||rk,i ||K×I , где rki = qkαki.

Для выполнения операций используется то или иное оборудование из множества E = ||ej ||1×J, 
участие которого в конкретной операции задается бинарной матрицей технологии B = ||βi, j ||I×J, 
где βij = 1, если в операции i задействовано оборудование типа ej, и βij= 0 в противоположном 
случае. 

В каждой операции могут быть задействованы несколько видов оборудования, составляю-
щих некоторое технологическое звено. По этой причине матрица технологического оборудования 
задается для каждого звена l отдельно, т. е. каждой операции соответствует несколько матриц тех-
нологии операций Bl, сопоставимых с каждым операционным звеном. 

Каждый тип оборудования в отдельных звеньях различных технологических операций ха-
рактеризуется своей производительностью, задаваемой аналогичной по структуре матрицей про-
изводительности P = ||pi, j||I×J, где pi, j — производительность оборудования ej при его использовании 
в операции i. 

Если оборудование ej в течение всего периода T используется непрерывно, то его выра-
ботка за весь этот период, при участии в звене l технологической операции i, составит величину 
pijT.  Поскольку задание на выполнение операции i конкретным грузопотоком k известно и состав-
ляет Rki, число требуемых машин типа ej в составе звена l технологической операции i составит

n
R
p Tj
ki

ij
= .

Суммирование потребности оборудования типа ej по всем операциям i и всем грузо-
потокам k позволяет оценить среднюю совокупную потребность в нем на интервале T, т. е. 

N
A
p Tj
ki

ij
ki= ∑∑ .

Если оборудование ej в течение периода T в звене l технологической операции i исполь-
зуется с коэффициентом kij, то его выработка в течение всего этого периода составит величину 
pij kijT, что приведет к росту потребности в нем. Коэффициенты использования оборудования в раз-
личных звеньях технологических операций задаются матрицей коэффициентов использования 
K = ||ki, j||I×J. Используя эти значения, можно получить оценку средней потребности в оборудовании 
каждого вида типа вектора-столбца: n = ||nj ||J×1.

Динамический расчет требований к ресурсам. Рассмотрим годовой грузооборот контейнер-

ного терминала Q, который является суммой частных грузопотоков Q qk
k

K

=
=
∑

1
. Среднее значение 

грузооборота за месяц составляет величину q
Q

Μec = 12
, среднее значение суточного грузопото-

ка — величину q
Q

cyΤ = 365
. Так же могут определяться любые иные грузопотоки — квартальный, 

сменный, декадный. В то же время каждый грузопоток может характеризоваться своим распи-
санием прохождения в рассматриваемый промежуток времени: годовой грузопоток может быть 
равномерным или концентрироваться в более коротком периоде, недельный грузопоток может 
предполагать различное распределение по дням недели, в течение суток может наблюдаться раз-
ная активность в дневные и ночные часы и др. Иными словами, если любой рассматриваемый 

интервал времени T разбивается на N интервалов ∆ =T T
N

, то интенсивность частного (и, соот-

ветственно, суммарного) грузопотока, понимаемая как количество груза, требующего обработки 
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за период времени ΔT, или q Q
TT∆ =

∆
∆

, является переменной (случайной) величиной, колеблющейся 

вокруг среднего значения за весь период q Q
TT = . Как следствие, требования к ресурсам для вы-

полнения операций с разной интенсивностью также будут являться переменными, колеблющими-
ся вокруг некоторых средних значений.

Каждый интервал времени для тех или иных целей анализа разбивается на меньшие интер-
валы: год — на полугодия, кварталы, месяцы; месяц — на декады или недели; недели — на сутки; 
сутки — на смены или часы; смены — на часы. Объем грузопотока для каждого из разбиваемых 
на части первичных интервалов является квазидетерминированной величиной: каждый частный 
(проектный) годовой грузопоток является «точечным» значением, которое разбивается на различ-
ные (вариативные) месячные грузопотоки; каждый отдельный частный вариативный месячный 
грузопоток, в свою очередь, является «точечным» значением для разбиения на различные суточ-
ные грузопотоки; каждый отдельный суточный грузопоток опять становится «точечным» значе-
нием для разбиения на различные часовые грузопотоки (рис. 2). 

Рис. 2. Иерархия интервалов моделирования

Пусть интервал T разбивается на N интервалов ∆ = =T t T
N

, т. е. T = ||ut ||1×N. Предположим, 

что известно задание на обработку в пределах интервала T, т. е. какой объем грузопотока обраба-
тывается в каждом дискрете ΔT. Способ, с помощью которого это осуществляется, т. е. каким об-
разом объем грузопотока Qk разбивается на значения qk

n, n N=1, , может быть различным, и здесь 
это распределение считается  заданным, т. е. известны значения матрицы Qk = ||qk[t]||K×N = ||qk, t||K×N.

В этом случае оценку потребности в оборудовании ej в составе звена l технологической опе-

рации i от грузопотока k задает выражение n
q
p Tj
n
k

ij
=

∆
. Суммирование требований к оборудова-

нию по всем операциям дает возможность получить оценки потребности в различном оборудова-
нии в каждый момент времени ΔT анализируемого интервала T, или матрицу N = ||ni, t||J×T.

Обсуждение (Discussion)
Предложенная модель позволяет выполнить расчет необходимого количества оборудования 

на контейнерном терминале с учетом неравномерностей частных грузопотоков. Годовой грузопоток 
терминала, состоящий из множества частных грузопотоков, задается матрицей, представленной  
в табл. 1.

Таблица 1
Матрица частных грузопотоков

Грузопотоки

q1 q2 … qk … qK
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Прохождение грузопотока через структурные элементы грузового терминала описывается 
множеством операций, необходимых для обработки данного грузопотока, и представляется в виде 
матрицы технологического маршрута (табл. 2).

Таблица 2
Матрица технологического маршрута

Грузопотоки
Операции

w1 w2 … wi … wI

q1
q2
…
qk
…
qK

α1,1 α1,2 … α1,i … α1,I

α2,1 α2,2 … α2,i … α2,I

… … … … … …

αk,1 αk,2 … αk,i … αk,I

… … … … … …

αK,1 αK,2 … αK,i … αK,I

Произведение матрицы частных грузопотоков на матрицу технологических маршрутов дает 
нагрузку на операцию. Каждая операция при этом требует определенного перегрузочного обо-
рудования для ее выполнения. Матрица, с помощью которой задается используемое в операции 
технологическое оборудование, называется матрицей технологии операции (табл. 3). При этом, 
поскольку для выполнения операции может потребоваться перегрузочная линия, в состав кото-
рой входит несколько различных единиц оборудования, при расчетах может использоваться ряд         
матриц технологии операции.

Таблица 3
Матрица технологии операции

Операции
Оборудование звена 1

e1 e2 … ej … eJ

w1
w2
…
wi
…
wI

β1,1 β1,2 … β1,j … β1,J

β2,1 β2,2 … β2,j … β2,J

… … … … … …

βi,1 βi,2 … βi,j … βi,J

… … … … … …

βI,1 βI,2 … βI,j … βI,J

 Каждая единица перегрузочного оборудования описывается матрицей производительности 
этого оборудования на каждой операции (табл. 4).

Таблица 4
Матрица производительности оборудования

Операции
Производительность звена l

e1 e2 … ej … eJ

w1
w2
…
wi
…
wI

p1,1 p1,2 … p1,j … p1,J

p2,1 p2,2 … p2,j … p2,J

… … … … … …

pi,1 pi,2 … pi,j … pi,J

… … … … … …

pI,1 pI,2 … pI,j … pI,J
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Прохождение грузопотока через терминал во времени характеризуется неравномерностью, 
задаваемой периодом обработки каждого частного грузопотока. Неравномерность частного грузо-
потока описывается матрицей его значений на каждый малый период ΔT (табл. 5).

Таблица 5
Распределение частных грузопотоков во времени

ΔT ΔT ΔT ΔT … ΔT

q1
1 q1

2 q1
3 q1

4 … q1
N 

q2
1 q2

2 q2
3 q2

4 … q2
N 

… … … … … …

qK
1 qK

2 qK
3 qK

4 … qK
N 

Каждый частный грузопоток может быть распределен на разные частичные промежутки 
времени, что оказывает влияние на объем и интенсивность поступления суммарного грузопотока 
на терминал (рис. 3).

Рис. 3. Распределение частных и суммарного грузопотоков во времени

Неравномерное распределение грузопотока в течение года и наложение частичных грузопо-
токов друг на друга дает более высокую суточную нагрузку на операции, в связи с чем повышается 
потребность в количестве перегрузочного оборудования. На рис. 4 представлен график изменения  
суточной потребности в оборудовании в разные периоды года, из которого можно определить вклад 
каждого частного грузопотока в общую потребность в перегрузочном оборудовании (рис. 5).

Рис. 4. Распределение потребности в перегрузочном оборудовании в разные периоды года
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Рис. 5. Распределение потребности в оборудовании для частных грузопотоков

На рис. 6 представлена гистограмма распределения вероятностей в потребности необходи-
мого оборудования. Как видно из представленных графиков, неравномерное распределение част-
ных грузопотоков приводит к существенным всплескам в потребности в оборудовании. При этом 
следует учитывать, что при расчете необходимого количества оборудования все переменные счи-
тались детерминированными. Распределение в потребности оборудования было получено без при-
менения методов имитационного моделирования, т. е. без учета случайного характера параметров 
модели, а только путем использования предложенной динамической теоретико-множественной 
модели, позволяющей учесть неравномерность поступающего грузопотока. Таким образом, пред-
ложенная модель может быть использована как основа для создания имитационных моделей гру-
зовых терминалов.

Рис. 6. Гистограмма распределения  
потребности в оборудовании

Выводы (Summary)
На основе выполненного исследования можно сделать следующие выводы:
1. В работе была предложена теоретико-множественная модель, описывающая деятельность 

контейнерного терминала, обрабатывающего сложный структурированный грузопоток.
2. Применение модели к расчету необходимого количества перегрузочного оборудования 

позволяет получить распределение вероятностей в его потребности с учетом неравномерных гру-
зопотоков.

3. Предложенная модель может быть использована как основа для создания более сложных 
имитационных моделей.
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