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The results of the study of the dynamic forces that arise in the shafting when the main engine is brought into 
the nominal operating mode are presented in the work. The design scheme of the shafting is an elastic homogeneous rod 
with a distributed moment of inertia. The left end of the shaft rotates according to a given law of motion, on the right 
end there is a screw in the form of an inert disk, on which a moment of resistance acts proportional to the square 
of the angular velocity. The mathematical model of the stress-strain state of the shaft is represented by a nonlinear 
differential equation of the second order in partial derivatives. For the practical calculation of the mathematical model, 
assumptions that make it possible to simplify the mathematical model are introduced. The solution of a simplified 
mathematical model is obtained by the Fourier method for eigenfunctions orthogonal to weight. The law of motion 
of the left end of the shaft, simulating the acceleration of the main engine, is taken as an exponential function. For 
an example of the calculation, the energy-mechanical characteristics of a large freezing fishing trawler MECHANIC 
KOVTUN are taken. The results of the study have showed that the dynamic forces can be many times higher than 
the nominal value if the main engine is accelerated during several periods of the main form of natural vibrations 
of the shafting. The dynamic effect is small at a slow acceleration of the main engine, reaching the rated speed for 
more than twenty periods of the main mode of oscillation. The proposed mathematical model can also be used 
to study the stress-strain state of the shafting under various dynamic loads, such as: the propeller leaves the water, 
it gets into an inhomogeneous incoming flow of water, the propeller hits ice, resonant vibrations during pulsating 
engine operation, etc.
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В работе приведены результаты исследования динамических усилий, возникающих в валопроводе 
при вводе главного двигателя в номинальный режим работы. Расчетная схема валопровода представляет 
собой упругий однородный стержень с распределенным моментом инерции. Левый торец стержня пово-
рачивается по заданному закону движения, на правом торце расположен винт в виде инертного диска, 
на который действует момент сопротивления, пропорциональный квадрату угловой скорости. Математи-
ческая модель напряженно-деформированного состояния вала представлена нелинейным дифференциальным 
уравнением второго порядка в частных производных. Для практической реализации математической модели 
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предложен ряд допущений, которые позволяют ее упростить. Решение упрощенной математической модели 
получено методом Фурье для собственных функций, ортогональных с весом. Закон движения левого торца 
вала, имитирующий разгон главного двигателя, принят в виде экспоненциальной функции. В качестве примера 
для расчета использованы энергомеханические характеристики большого морозильного рыболовного траулера 
«Механик Ковтун». Результаты исследования показали, что динамические усилия могут многократно превы-
шать номинальное значение, если разгон главного двигателя осуществляется в течение нескольких периодов 
главной формы собственных колебаний валопровода. При плавном разгоне главного двигателя с выходом 
на номинальную частоту вращения за время, превышающее двадцать периодов главной формы собственных 
колебаний, динамический эффект становится несущественным. Предложенная математическая модель 
также может быть использована для исследования напряженно-деформированного состояния валопровода 
при различных динамических воздействиях, таких как выход винта из воды, попадание в неоднородный на-
бегающий поток, удар винта о лед, резонансные колебания при пульсирующей работе двигателя и др.

Ключевые слова: валопровод, режим разгона, математическая модель, динамические усилия, кру-
тильные колебания, собственная частота, диссипативные силы, метод Фурье.
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Введение (Introduction)
Валопровод является одним из наиболее нагруженных узлов, входящих в состав судовых 

энергетических установок. Основной функцией валопровода является передача крутящего момен-
та от главного двигателя (ГД) движителю. Помимо кручения он подвергается также продольным 
и поперечным нагрузкам, которые имеют как статическую, так и динамическую составляющие [1]. 
Расчет на статические нагрузки не вызывает трудностей и выполняется классическими методами 
сопротивления материалов. Учету динамических нагрузок, в силу многообразия условий их воз-
никновения, посвящены исследования как признанных, так и современных ученых, краткий исто-
рический обзор развития теории исследования крутильных колебаний валопроводов представлен 
в работе [2].

Как правило, систему подвижных узлов при исследовании ее динамики рассматривают изо-
лированно, соединенной жестко [1], [3]–[6] или упруго [7], [8] с корпусом судна, при этом может 
дополнительно учитываться гироскопический эффект от движения судна в целом [4], [7]. Тради-
ционно сформировалось несколько подходов к решению задачи крутильных колебаний, но общие 
требования к выполнению расчетов регламентированы Регистром судоходства1. Наиболее распро-
страненным является метод дискретизации, суть которого состоит в том, что все конструктив-
ные элементы валопровода, включая подвижные узлы ГД, соединительные муфты, гребной винт 
и другие механизмы, заменяются системой инертных дисков, соединенных между собой упругими 
связями [1]–[3], [5], [6]. Данная модель отработана для типовых схем и хорошо согласуется с резуль-
татами экспериментальных исследований [9]. Помимо упругих связей в нее могут быть включены 
демпфирующие элементы [3], [6]. Однако этот подход имеет свои недостатки, а именно точность 
определения динамических усилий зависит от уровня дискретизации модели, а кроме того, учитывая, 
что для ее расчета в основном используют численные методы, возникает проблема с верификацией 
результатов, особенно при появлении нелинейных членов в уравнениях.

Альтернативой метода дискретизации является рассмотрение валопровода как системы 
с распределенными и сосредоточенными массами. В этом случае динамическая задача сводится 
к решению дифференциального уравнения второго – четвертого порядка в частных производных, 
для решения которого используют точные и приближенные методы расчета [10]. Данный под-
ход не получил широкого распространения при исследовании динамики крутильных колебаний, 
но успешно используется для решения задач изгибных колебаний валопровода [8], [11]. В работе [12] 
1 Правила классификации и постройки морских судов. Ч. VII. Механические установки. НД № 2-020101-124. СПб.: 
Российский морской регистр судоходства, 2020. 106 с.
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модальный анализ роторной системы выполнен с использованием программного комплекса объ-
ектного моделирования на основе метода конечных элементов. Преимуществом такого подхода 
является возможность получения полного спектра частот собственных крутильных, продольных 
и изгибных колебаний на базе одной модели. Однако сложно судить о качестве такого расчета 
без четкого обоснования выбора типа элемента, плотности сетки при разбивке на элементы, на-
значения граничных условий и задания шага времени для динамических задач.

В существующих динамических расчетах собственные колебания, как правило, не учитывают, так 
как из-за множественного действия диссипативных сил они являются быстро затухающими [1], при этом 
исключение составляет исследование резонансных явлений [3], [6]. Тем не менее в теории строительных 
конструкций известно, что кратковременно динамический эффект, в котором значительную роль игра-
ют собственные колебания, в случаях удара или внезапного приложения нагрузки может приводить 
к увеличению внутренних усилий в два раза и более [13], [14]. В работе [15] при статистическом анализе 
повреждений валопроводов указывается факт значительных нагрузок в режиме запуска дизельного 
двигателя, а также при зигзагообразных маневрах. В трудах [16], [17] представлены результаты теоре-
тических и экспериментальных исследований динамики гребного винта и валопровода для различных 
типов силового воздействия, включая импульсное. Тем не менее в специальной или отраслевой лите-
ратуре в полной мере данный вопрос не раскрыт, а множественные повреждения и интенсивный износ 
узлов валопровода лишь подтверждают актуальность дальнейших исследований в этом направлении.

Целью работы является определение условий возникновения динамических усилий в вало-
проводе в режиме разгона ГД.

Методы и материалы (Methods and Materials)
Систему, состоящую из гребного и промежуточных валов, будем рассматривать как одно-

родный упругий стержень длиной l с крутильной жесткостью GJp и равномерно распределенным 
по длине моментом инерции масс γJp (рис. 1). С правой стороны вала располагается гребной винт 
с моментом инерции IМ, а также действует момент гидродинамического сопротивления, пропор-
циональный квадрату угловой скорости:

M R
t

l tc с�
�
�

� ��
�
�

�
�
�� , ,

2

где Rc — коэффициент, учитывающий физические свойства среды и геометрию винта, который 
ориентировочно определяется через номинальную угловую скорость и мощность на винте [18]; 
� l tв ,� �  — угол поворота винта; t — время.

Рис. 1. Расчетная схема валопровода

Левый торец стержня поворачивается по заданному закону движения: � � � �f t  (см. рис. 1), 
моделирующего разгон ГД. Дифференциальное уравнение движения сечений вала можно пред-
ставить в виде [19]:
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где ψ — угол поворота произвольного сечения вала; µ1  и µ2  — коэффициенты, характеризующие 
внутреннее и внешнее затухание соответственно (для рассматриваемой задачи ограничимся слу-
чаем: µ1,2 = 0; m(x, t) = 0); δ(x) — дельта-функция Дирака; m x t,� �  — интенсивность внешнего скру-
чивающего момента; x — продольная координата.

Движение произвольного сечения вала будем рассматривать как сложное, состоящее из пере-
носного движения левого торца вала и относительного движения деформации вала. Тогда углы 
поворота для произвольного сечения будут определяться зависимостью

� � �� � ,	 (2)

где φ — угол закручивания.
Подставляя выражение (2) в уравнение (1), а также учитывая, что угол θ не зависит от про-

дольной координаты, получим уравнение относительно углов закручивания:
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Зависимость (3) является нелинейным неоднородным уравнением с переменным коэффици-
ентом, аналитическое решение которого для общего случая неизвестно. С целью упрощения этого 
уравнения введем следующие допущения:

1) будем полагать, что ϕ<< θ , это позволит исключить из уравнения нелинейный член;
2) учитывая, что первое слагаемое в скобках по своей сути соответствует локально-действующей 

диссипативной силе, и при выходе на номинальную скорость θном будет происходить гашение ко-
лебаний ( �� 0), вместо мгновенной будем использовать среднюю скорость в течение рассматри-

ваемого промежутка времени �t t t� �
2 1

, �
� �

ср �
� � � � �t t

t
2 1

�
;

3) гидродинамический момент сопротивления для колебательной составляющей движения 
будем рассматривать как внешнюю нагрузку, т. е. не входящим в граничное условие.

В уравнении (3) для удобства перейдем к безразмерным величинам и с учетом принятых 
допущений получим
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Здесь ξ = x / l — безразмерная координата; τ = tc / l — безразмерное время, c GJ J�
p p

/ �  — ско-

рость распространения крутильных волн в стержне [14]; �
�

�
R c
GJ
c ср


p

; R R c
GJ lc

c=
2

p

.

В справочнике [1] приведена ступенчатая диаграмма ввода дизельного двигателя в режим пол-
ного хода, в соответствии с которой наиболее подходящей для описания режима разгона при выводе 
на номинальную угловую скорость θном  на каждой ступени будет экспоненциальная функция вида

 � � � ��� � �� ��
= ном 1 e . 	 (5)

Здесь α — параметр, который зависит от времени выхода на номинальную скорость.
Тогда закон движения левого торца стержня можно представить в виде
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В дальнейшем точкой будем обозначать производную по τ, штрихом — по ξ. Для определения 
динамических усилий необходимо решить граничную задачу (4):

� �0 0,� � � ;

GJ
l

I c
l
Mp �� � � � �� � � �1 1

2

2
, , ,				    (7)

с однородными начальными условиями:

� �, 0 0� � � ; � �, .0 0� � � 				   (8)

Согласно методу Фурье, решение уравнения (4) найдем в виде ряда произведения функций:

� � � � �,� � � � � � �
�

�

�
n

n nw
1

� .				   (9)

Собственные функции Φn возьмем такими, которые удовлетворяют уравнению вида [19]:

�� � �� �n n n�2
0, 				    (10)

где λn — собственные значения.
С учетом первого граничного условия (7) решение уравнения (10) можно представить в виде

�n
n

n

�
� �
�

� � � sin .				    (11)

Из второго граничного условия (7) получим уравнение для нахождения собственных значений:

tan�
��n

n

�
1 .					     (12)

Здесь � �� � �I J lM /
p

 — относительная инерционная нагрузка.

Собственные функции (11) будут ортогональны с весом � � �� �� � � � �� �1 1  [14]. Подставив 
ряд (9) в выражение (4), умножив его обе части на ��n  и взяв интеграл по длине, получим уравне-
ние для нахождения функций wn:
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где �n n n n n n
2 2 3

2 2 4 4� � �� � � �� � �� � �sin sin /  — квадрат нормы собственных функций [14]; �n �  

� � ��� �n n1
2

/ .

С учетом зависимостей (5) и (6) общее решение уравнения (13) запишется в виде

w A e B e C e D e En n n n n n n n
n n� � � � �� � � � �� ��� � � � � � �� � � � 

sin cos ,
2 	 (14)

где � � �n n n� �2 2 ; An, Bn — произвольные постоянные, определяемые из начальных условий (8); 
Cn, Dn, En — коэффициенты, определяемые из равенства значений при соответствующих функциях 
левой и правой части уравнения (13) (в силу громоздкости выражений значения коэффициентов 
An, Bn, Cn, Dn, En в статье не приводятся).

Принимая во внимание ранее введенные обозначения, спектр частот собственных колебаний 
определяется по формуле

� �n nc l� / .					     (15)

С учетом зависимостей (2), (9), (11) и (14) выражения для углов поворота, угловых скоростей 
и крутящих моментов произвольных сечений вала можно представить в виде
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Динамический коэффициент примем как отношение крутящего момента в сечении вала к но-
минальному моменту сопротивления:

K
GJ
lR

A e B e
n

n n n n
n n

д
c ном

� �
�

� � � � �� � � �
,

p

2
� � � �

�

�
� ��&
% %

1

cos sin cos nn n n nC e D e E� �� ��� � � � �� �2
.              (19)

Результаты (Results)
В качестве примера рассмотрим механические характеристики БМРТ большого морозиль-

ного рыболовного траулера «Механик Ковтун»: диаметр гребного винта D = 4 м; момент инерции 
винта с присоединенной водой IM = 3226 кг∙м2; номинальная частота вращения nном = 156 об/мин 
( �ном �16 3,  рад/с), номинальная мощность на винте Nном = 2650 кВт, длина валопровода (промежу-
точного и гребного валов) l = 11,35 м; приведенная жесткость валопровода GJp = 1,33 ∙ 108 Н∙м2; 
распределенный момент инерции валопровода γJp = 13 кг ∙ м (относительная инерционная нагрузка 
� �� � � �I J lM /

p
22), скорость распространения волн крутильных колебаний в стальном стержне 

c = 3200 м/с; по номинальной мощности и угловой скорости определяем коэффициент Rc:

R Nc ном ном� / �3  = 587 кг∙м2.

В результате решения уравнения (12) значения первых трех собственных чисел составят:

λ1 = 0,212; λ2 = 3,16; λ3 = 6,29.

Рассмотрим случай, когда винт выходит на 95 % номинальной скорости вращения за время, 
сопоставимое с периодом главной формы колебаний:

T l cр � � � �2 0 105
1

� �/ ,  c.

Для этого случая параметры модели будут принимать значения: α = 0,1; �ср �11 2,  рад/с; 
µ = 0,158; Rc = 3 98, ; �

1

3
7 11 10� � �

, ; �
1

0 212� , , для последующих форм колебаний µn  убывает, 
а βn  мало отличается от λn.

На графике (рис. 2, а) штриховой линией показан угол поворота левого торца вала в соот-
ветствии с законом движения (6), сплошной линией — угол поворота правого торца вала соглас-
но зависимости (16). Аналогичные зависимости для угловых скоростей (5) и (17) представлены 
на графике (рис. 2, б). На рис. 3 приведена эпюра крутящих моментов для момента времени 
t = 0,053 с. Как видно из графика, изменение крутящих моментов по длине вала является незна-
чительным. Зависимость для динамического коэффициента (19) на левом торце вала (ξ = 0) пред-
ставлена на графике (рис. 4, а). Для рассматриваемых параметров модели Kд ≈ 11. Из приведенных 
на рис. 2–4 графиков следует, что для принятого режима разгона динамический эффект, являю-
щийся весьма существенным, приведет к поломке оборудования, однако практически реализовать 
такой режим разгона крайне сложно.
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	 а) 					               б)

Рис. 2. Углы поворота (а) и угловые скорости торцевых сечений валопровода (б)

Рис. 3. Эпюра крутящих моментов

	 а) 						            б)

                       

Рис. 4. Динамические коэффициенты при разгоне вала за время Tр = 0,105 с (а) и Tр = 2 с (б)

С увеличением времени разгона динамический эффект значительно убывает. Так, если осу-
ществить выход на 95 % номинальной скорости за время в пределах, равных девятнадцати периодам 
главной формы колебаний (α = 0,0055; Tр = 2  с), то динамический коэффициент не превысит еди-
ницы (рис. 4, б).
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На рис. 5 показаны скорости в торцевых сечениях, при этом наложение кривых на графике 
указывает, что сечения вала в данном случае поворачиваются практически тождественно.

Рис. 5. Угловые скорости торцевых сечений  
валопровода для времени Tр=2 с

Обсуждение (Discussion)
В данной работе исследования выполняются на основе упрощенной математической моде-

ли (4). Оценить адекватность принятых допущений для конкретных параметров модели можно 
сопоставляя значения величин по результатам расчета. Так, например, значения ϕ  и θ  имеют 
примерно один порядок лишь в течение первого полупериода собственных колебаний, а в даль-
нейшем ϕ  не превышает 0 1,  θ. Однако для более объективной оценки погрешности, которую 
вносят принятые допущения, необходимы дополнительные теоретические исследования с ис-
пользованием, например, численных методов расчета, или экспериментальные.

Еще одним упрощением в принятой модели является замена системы ступенчатых валов 
одним валом с эквивалентной податливостью, однако учитывая большую жесткость системы, 
что видно из эпюры крутящих моментов (см. рис. 3), данное допущение окажет незначительное 
влияние на результаты расчетов. Тем не менее при организации системы активного мониторинга 
работы оборудования для адекватного анализа информации, поступающей с датчиков, необходи-
мо в дальнейшем оценить влияние ступенчатой формы валов на величину усилий и деформаций 
при динамических нагрузках.

Несмотря на некоторую громоздкость расчетных зависимостей, принятый в работе подход 
дает универсальный и эффективный метод исследования напряженно-деформированного состояния 
валопроводов при различных динамических воздействиях, таких как выход винта из воды, попада-
ние в неоднородный набегающий поток, удар винта о лед, резонансные явления при пульсирующей 
работе двигателя и др. Данную математическую модель также можно дополнить членами, учиты-
вающими внешнее и внутреннее трение, что является актуальным для исследований резонансных 
явлений и учета потерь от колебательного движения.

Заключение (Conclusion)
В работе представлена упрощенная математическая модель для описания динамики крутиль-

ных колебаний упругих стержней, которая позволяет учитывать действие как распределенных, 
так и локальных диссипативных сил. На основе предложенной модели выполнены исследования 
динамических усилий и деформаций валопровода в режиме разгона ГД. В результате исследования 
установлено следующее:

– динамические усилия в валопроводе существенны и могут многократно превышать значения 
от номинальной нагрузки, если время вывода на номинальную частоту вращения ГД сопоставимо 
с несколькими периодами главной формы колебаний;

– собственные колебания значительно проявляются лишь в течение короткого промежут-
ка времени (до десяти периодов главной формы колебаний) после динамического воздействия, 
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а затем быстро затухают за счет сил сопротивления на винте, даже без учета потерь на внутреннее 
и внешнее трение в валопроводе;

– с повышением плавности ввода ГД в рабочий режим (время разгона более двадцати пери-
одов главной формы колебаний) динамический эффект становится незначительным, не создавая 
дополнительных усилий в валах.
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